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第4章离散信道容量

§4.3 多符号离散信道的容量

1

第4章离散信道容量的主要内容
• 4. 0 信道的定义及其数学模型和分类

• 4.1  互信息量和平均互信息量

• 4.2  单符号离散信道的信道容量

• 4.3  多符号离散信道的信道容量
• 4.3.1 多符号离散信道数学模型
• 4.3.2 多符号离散信道容量定义
• 4.3.3 离散无记忆信道N次扩展信道的信道容量

• 4.3.4 独立并联信道的信道容量
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4.3  多符号离散信道的信道容量
• 4.3.1 多符号离散信道数学模型

• 4.3.2 多符号离散信道容量定义

• 4.3.3 离散无记忆信道N次扩展信道的信道容量

• 4.3.4 独立并联信道的信道容量

3

3



2022/4/27

2

定义
单符号离散信道：信道的输入和输出均可用单个的随

机变量 描述。X Y, 
信道的转移特性由信道转移概率矩阵 描述。{ / }P Y X

单符号信源+信道

多符号离散信道：传输信道还是离散信道本身，只是
每次输入输出有多个符号在不同时
刻进行数据传递。多符号信源+信道

信道的转移特性由信道转移概率矩阵

描述。
1 2 1 2{ / }N NP YY Y X X X× × × × × ×

多符号离散信道定义
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根据信道是否具有记忆特性，可将信道划分为：

无记忆信道：

有记忆信道：

信道在任意时刻的输出只取决于当前
时刻的输入，而与之前和之后时刻的
输入和输出都无关。
信道在某一时刻的输出不仅取决于当
前时刻的输入，还与之前或之后时刻
的输入或输出有关。

平稳信道：

非平稳信道：

根据信道统计特性是否随时间变化，可将信道划分为：
信道的统计特性不随时间变化。(恒参)

信道的统计特性随时间而变化。(变参)
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为简化起见，本课程只研究平稳无记忆信道。
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• 平稳信道的数学模型：

1 2 1 2 1 2 1 2{ / } { / }N N i i N i i i N iP YY Y X X X P Y Y Y X X X+ + + + + +× × × × × × = × × × × × ×

Zi " Î

物理
意义：

输入随机序列与输出随机序列之间的转移概率
等于各离散时刻随机变量间转移概率的连乘。

*
• 无记忆信道的数学模型：

1 2 1 2
1

{ } { } N
N

N N k k
k

P YY Y X X X P Y X N
=

× × × × × × =    " ÎÕ
解释：

1 2 1 2 1 2 1 21 2 1{ } { } { }P YY X X P X X P X XY Y Y= ×

1 1 2 2{ } { }P Y X P Y X= ×

多符号离散信道的数学模型
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信 道
{a1, a2, …, anN} {b1, b2, …, bmN}

单符号信道即为平稳无记忆信道。

解释： 非平稳信道 1 1 2 2{ / }, { / },P Y X P Y X  × × ×    

有记忆信道
1 1 2 2 1 1{ / }, { / },P Y X P Y X X Y  × × ×

单符号信道可由 描述{ / }P Y X 平稳无记忆信道

X1 Y1X2 Y2…… ……

单符号信源+无记忆信道
     XN    X2X1…      YN    Y2Y1……… ……

多符号信源+无记忆信道

平稳无记忆信道
的N次扩展信道：

信 道
{x1, x2, …, xn} {y1, y2, …, ym}

单符号信道：

7
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多符号信道的数学模型

单符号离
散信道：

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

( / ) ( / ) ( / )
( / ) ( / ) ( / )

( / ) ( / ) ( / )

m

m

n n m n n m

p y x p y x p y x
p y x p y x p y x

p y x p y x p y x
´

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ë û

!

!

" " "

!

行

X

1x
2x
!

nx

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

( / ) ( / ) ( / )

( / ) ( / ) ( / )

( / ) ( / ) ( / )

N

N

N N N N

m

m

n n m n

p b a p b a p b a

p b a p b a p b a

p b a p b a p b a

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

!

!

" " "

!

行

1... NX X

1{ , ... }nx x
同一符号集

1 1 1...x x x 1a
1 1 2...x x x 2a
!
...n n nx x x

!

Nn
a

列 1... NY Y 同一符号集
1{ ,... }my y

列 Y
1y 2y my!

!1 1 1...y y y 1 1 2...y y y ...m m my y y
1b 2b Nm

b

多符号离
散信道：

N N
n m´共 个元素
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?
?

?

1
1

1

å =
å =

å =

!

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

( / ) ( / ) ( / )

( / ) ( / ) ( / )

( / ) ( / ) ( / )

N

N

N N N N N N

m

m

n n m n n m

p b a p b a p b a

p b a p b a p b a

p b a p b a p b a
´

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

!

!

" " "

!

单符号
信道

x1

...

xn

y1
y2

ym

... ... ...

p(y1/x1)

p(ym/xn)

多符号
信道

a1

...

anN

b1
b2

bmN

... ... ...

p(b1/a1)

p(bmN/anN)
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0 0

1 1

p

p

p

p

单符号信道

二次扩展信道
                é ù
ê ú    ê ú
ê ú    
ê ú    ë û

信道矩阵

p p
p p
é ù
ê ú
ë û

2p00

01

10

11

00 01 10 11
pp pp 2p

pp 2p 2p pp
pp 2p 2p pp
2p 2ppp pp

00

01

10

11

00

01

10

11

......

2p
p p
pp

2p
2p

1 2 1 2

1 1 2 2

( )
( ) ( )

P YY X X
P Y X P Y X

=

  ×

例3.3.1 求二元对称信道二次扩展信道的信道矩阵
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1 1
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练习：求二元对称信道三次扩展信道的信道矩阵
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4.3  多符号离散信道的信道容量
• 4.3.1 多符号离散信道数学模型

• 4.3.2 多符号离散信道容量定义

• 4.3.3 离散无记忆信道N次扩展信道的信道容量

• 4.3.4 独立并联信道的信道容量
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4.3.2 多符号离散信道容量定义

13

• !"#$%&'()*+&,-.

1 1 1 1

( )
( ; ) ( ) ( ; ) ( )

( )
a b

a b a b a b
a= = = =

= =åå åå
N M N Mn m n m

i j
i j i j i j

i j i j i

p
I X Y p I p

p

• !"#$%&'/-012.

{ ( )}
max ( ; ),   1,2, ,

i

N

p
C I X Y i n

a
= = !

1 1

1 1

1 1 1

2
1 1 1

( )
( ) log

( )= = =

=å åå å
! !

! ! ! !
!

N M

N M

N M N

n n m m
i i j j

i i j j
i i j j i i

p a a b b
p a a b b

p a a
( ; )I X Y

*
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若离散无记忆信道的输入和输出分别是N长序列，
则平均互信息量满足：

定理：

1 2 1 2; ( ; )
N

N N k k
k

I X X X YY Y I X Y
=1

( × × × × × × ) £ å
证明： 1 2 1 2 1 2;N N NI X X X YY Y H YY Y( × × × × × × ) = ( × × × )-

1 2 1 2N NH YY Y X X X( × × × × × × )

1H Y( ) + 2 1H Y Y( ) + 1 2 1( )N NH Y YY Y -× × ×+ × × ×

1 2 NH Y H Y H Y£ ( ) + ( ) + × × ×+ ( )
1

N

k
k
H Y

=

= ( )å
问题：上式何时取等号？
回答：N个时刻的输出符号统计独立时。

1 2 NH YY Y( × × × ) =
其中第一项：

4.3.3 离散无记忆信道N次扩展信道的信道容量

15

15



2022/4/27

6

再看第二项：

12 21 N NH XY Y X XY( ×× × ×× × ) =

2 112 NH X XY X Y( × × × ) + 1 2 1 2 1NN NY Y Y YH X X X -× × ×+ ( × × × × × × )

1 21 NH X X XY( × × × ) +

1 1 2 NH Y X X X( × × × )

1 2 1 1
1

2
2 1

1
1 1 1 1

( ) log ( )
N

N
N

n n n m

i i i j j
i i

i i
j

i
i

p x x x xp xx y y
= = = =

= - × × × × × × × × ×åå åå

1 2 1 1
1

1
2 11 1 1 1

( ) log ( )
N

N

n n n m

i i i j j
i i i j

ip x x xx y p y
= = = =

= - × × × × × ×åå åå 【无记忆性】

1 1
1

1
21

2 1
1 11 1

log ( ) ( )
N

N

n n

i i i j
i i

n m

j i
i j

p xp y x x x y
= == =

= - × × × ×× ×åå å å

1
1

11 1
1 1 1

(( )log ) i

n m

j
i j

jip y x p x y
= =

= - ×åå 1 1( )H Y X=

16
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类似地，可证明：

2 1 2 1 2 2NH Y X X X Y H Y X( × × × ) = ( )

1 2 1 2 1N N N N NH Y X X X Y Y Y H Y X-( × × × × × × ) = ( )

…

1 2 1 2
1
( )

N

N N k k
k

H YY Y X X X H Y X
=

\  ( × × × × × × ) =å
代入前面得到的第一项，有：

1 2 1 2 1 2;N N NI X X X YY Y H YY Y( × × × × × × ) = ( × × × )-

1 2 1 2N NH YY Y X X X( × × × × × × )

1

N

k
k
H Y

=

£ ( ) -å
1
( )

N

k k
k
H Y X

=
å

1
[ ]

N

k k k
k
H Y H Y X

=

= ( ) - ( )å
1

;
N

k k
k
I X Y

=

= ( )å
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1 2 1 2
=1

; ( ; )
N

N N k k
k

I X X X YY Y I X Y( × × × × × × ) £ å

物理
意义：

对于离散无记忆信道的N次扩展信道，其总体
的平均互信息量不大于各时刻单符号对应的平
均互信息量之和。

问题：上式何时取等号？
分析：N个时刻的输出符号统计独立时。
问题：输入符号之间是何关系时，输出符号统计独立？
结论：当信源是无记忆信源的N次扩展信源时，输出符

号之间统计独立。
即：当满足

1 2 1 2
=1, ,

N N

N
i i i i i i ip a p x x x p x p x p x i n( ) = ( × × × ) = ( ) ( ) × × × ( )  × ××
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1 1 1 2 2 2
1 21 1 1

( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )
N N N

N

n n n

i j i i j i i j i
i i i
p x p y x p x p y x p x p y x

= = =

=å å å!

1 2 1 2
=1, ,

N N

N
i i i i i i ip a p x x x p x p x p x i n( ) = ( × × × ) = ( ) ( ) × × × ( )    × ××证明：当

1 2 1 2
1, ,

N N

N
j j j j j j jp b p y y y p y p y p y j m( ) = ( × × × ) = ( ) ( ) × × × ( )   = × × ×

证：
1 2

( ) ( )
Nj j j jp b p y y y= !

1 1 1
1 1 1

( ) ( / )
N N

N
N

n n

i i j j i
i i

ip x x p y y x x
= =

= × × ×å å ! ! ! 【全概率公式】

1 2
( ) ( ) ( )

Nj j jp y p y p y= ! 【全概率公式】

有

1 2 1 1
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( / ) ( / )
N N N

N

n n

i i i j i j i
i i

p x p x p x p y x p y x
= =

=å å! ! !

【无记忆信道】【无记忆信源】

19

19

综合前面的分析，可得如下重要结论：

1 2 1 2
1

( ; ) ( ; )
N

N N k k
k

I X X X YY Y I X Y
=

× × × × × × £ å *
1.离散无记忆信道的 次扩展信道，其平均互信息，
不大于N个随机变量 分别单独通过信
道的平均互信息量之和。

N
1 2, , , NX X X  × ××  

2.仅当输入端的N个输入随机变量统计独立时(即无记
忆信源的N次扩展信源 )，信道的总平均互信息等于
这N个变量单独通过信道的平均互信息之和。

3. 由于研究的是平稳信源和平稳信道，最终有：
1 2 1 2( ; ) ( ; )N NI X X X YY Y N I X Y× × × × × × = × *NC NC=

单位：比特/符号 、1 1 1x x x× × × 1 1 2x x x× × ×
20
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4.3  多符号离散信道的信道容量
• 4.3.1 多符号离散信道数学模型

• 4.3.2 多符号离散信道容量定义

• 4.3.3 离散无记忆信道N次扩展信道的信道容量

• 4.3.4 独立并联信道的信道容量
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4.3.4 独立并联信道
典型应用：通过多个信道并行传输，加快传输速度。

Y2

P(Y1/X1)
X1 Y1

P(Y2/X2)
X2

YN P(YN/XN)XN

. . .

独立：并联信道之间相互独立。

每个信道的输出仅取决于该信道的输
入，而与其它信道的输入和输出无关。

1 2 1 2
1

( ) ( )
N

N N k k
k

P Y Y Y X X X P Y X
=

× × × × × × =Õ

每个时刻的输出仅取决于该时刻的输
入，而与其它时刻的输入和输出无关。

对比

22

22

离散无记忆信道N次扩展信道的结论可推广到独立
并联信道。

一般情况下，N个独立信道总的平均互信息量小于各
信道的平均互信息量之和。

1 2 1 2
1

( ; ) ( ; )
N

N N k k
k

I X X X YY Y I X Y
=

£ å! !1. *
2.

1

N

k
k

C C
=

=å并

独立并联信道的信道容量等于各自信道容量的和，
但必须满足如下条件：

*
(1) 各信源之间是相互独立的。
(2) 各信源同时达到最佳输入分布。

23
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补充内容
• 1、级联(串联)信道
• 2、信道编码定理（香农第二定理）

24
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1、级联(串联)信道

1 1 2 1 11 1 2 1 1

1 2 2 2 21 2 2 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) ... ( )( ) ( ) ... ( )
( ) ( ) ... ( )( ) ( ) ... ( )

... ... ... ... ... ... ... ...
( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( )

pm

pm

n n m n m m p mn m m p

p z y p z y p z yp y x p y x p y x
p z y p z y p z yp y x p y x p y x

p y x p y x p y x p z y p z y p z y´ ´

é ùé ù
ê úê ú
ê úê ú
ê úê ú
ê úê ú
ê úë û ë û

1 1
1
( ) ( ) ... ... ...

... ... ... ...

... ... ... ...

... ... ... ...

m

j j
j
p y x p z y

=

é ù
×ê ú

ê ú
ê ú=
ê ú
ê ú
ê úë û

å

典型实例：卫星电视，微波接力通信等。

信道1 信道2
X Y Z

{x1, x2,…, xn} {y1, y2,…, ym} {z1, z2,…, zp}

【先去
掉x1，再
加上x1】

1 1
1
( ) ... ... ...

... ... ... ...

... ... ... ...

... ... ... ...

m

j
j
p y z x

=

é ù
ê ú
ê ú
ê ú=
ê ú
ê ú
ê úë û

å

´
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对于级联信道，总的信道矩阵等于各级信道矩阵
的连乘积。(注意乘积顺序)

结论：

[ ] [ ]

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

p

p

n n p n n p

p z x p z x p z x

p z x p z x p z x
P Y X P Z Y

p z x p z x p z x
´

× × ×é ù
ê ú

× × ×ê ú´ = ê ú× × × × × × × × × × × ×ê ú
× × ×ê úë û

[ ]( )P Z X= *

例：设有两个离散二元对称信道，求二者级联信道的信
道容量。

二元对

称信道
X Y Z二元对

称信道

p q

26

26

0 0

1 1

p

p

p

p

0

1

q

q

q

q
                   é ù

=          ê ú        ë û

级联后的等效信道也是二元对称信道。

1 ( )C H pq pq\   = - +    

1 [ ( )log( ) ( )log( )]pq pq pq pq pq pq pq pq= - - + + - + +

pq pq+ pq pq+

pq pq+ pq pq+

p p q q
P

p p q q
é ù é ù

= ×ê ú ê ú
ë û ë û

解：

根据强对称信道的计算公式： log ( )C n H= -    行熵

27
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例：把n个离散二元对称信道级联起来，要求证明该信
道可以等效于一个二元对称信道，其错误传递概率为

。证明当 时，且 时有：1 [1 (1 2 ) ]
2

np- - n®¥

0lim [ ; ] 0nn
I X X

®¥
=

0 1p< <

0

1

p

p

p

p

解：使用数学归纳法。
先证明 时，等式成立。1n =

假设：等式对 成立。n

证明：等式对 成立。1n+

二元对

称信道1
X0 二元对

称信道2
X1 X2 … 二元对

称信道n
Xn

p p p

28

28

证：当 时，
1 [1 (1 2 ) ]
2

np- - =1n = p

1n\   = 时成立。

假设：等式对 成立n 则再级联一级后，有：
1 11 [1 (1 2 ) ] [1 (1 2 ) ]
2 2
1 1[1 (1 2 ) ] 1 [1 (1 2 ) ]
2 2

n n

n n

p p

p p

é ù- - - - -ê ú
 ê ú

ê ú- - - - -ê úë û

!
1

1
p p
p p
-é ù

 ê ú-ë û

1 1[1 (1 2 ) ] [1 (1 2 ) ]
2 2
1 1[1 (1 2 ) ] [1 (1 2 ) ]
2 2

n n

n n

p p

p p

é ù+ - - -ê ú
= ê ú
ê ú- - + -ê úë û

1
1

p p
p p
-é ù

 ê ú-ë û
!

错误传递概率为 。1 [1 (1 2 ) ]
2

np- -证明：

总转移概
率矩阵

级的

=

1n+

29

29

1

11

1 1 [1 (1 2 ) ]
2

1 [1 (1 2 ) ]

1 [1 (1 2 ) ]
2

1 [1 (1 2 ) ]
22

n

n

n

n

pp

pp

+

+

+

+

é ù- -ê ú
= ê ú
ê ú- -ê

-

+
û

+

- úë

1

11

1 1 [1 (1 2 ) ]
2

1 [1 (1 2 ) ]

11 [1 (1 2 ) ]
2

11 [1 (1 2
2

) ]
2

n

n

n

np p

pp + +

+ +

- - -

-

é ù- -ê ú
= ê ú
ê ú- -ê û

- - úë

\   得证

【化简步骤略】

当 时且 ，上述信道矩阵趋近于：n®¥ 0 1p< <

1 1 2 1p- < - < lim(1 2 ) 0n

n
p

®¥
- =

1 2 1 2
1 2 1 2
é ù
ê ú
ë û

强噪声信道
无用信道 1 1log2 ( 2 log )

2 2
C = - - ×  = 0

代入 , 得：log ( )C n H= -    行熵
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若有一离散无记忆平稳信道，其信道容量为 。输入
序列长度为 ，只要待传送的信息率 ，当 足够
长时，对任意指定的任意大于零的正数 ，总可以找
到一种编码，使得译码差错概率 。反之，当
时，任何编码的 必大于零，当 时， 。

C
L R C< L

eP e<
e

R C>

eP L®¥ 1eP ®

对连续信道也有类似的结论。

对信道编码定理严格的数学证明可参见傅祖芸老师教
材中的$6.4节。

2、信道编码定理：结论(数学描述)：

31

31

信道容量 表示的是信道的极限信息传输能力。
如果要求的信息传输速率超过了 ，无法实现无
失真传输；否则，则总可以找到某种方法实现近
乎无失真的传输。

分析：

C
C

信道信源

要求以速率为R进行无失
真地传输, 你能办到吗？

R C>

R C£ 放心吧，我有办法！

对不起，无能为力！
你找别人吧！

直观解释：

32

32

通过刚才的分析，只要 , 理论上就可实现近
乎无失真地传输。但具体如何来实现呢？香农先生
只给出了大的指导方向，即通过编码的方法。具体
而言，就是增加信道符号序列的长度。

R C£

信道编码的
最基本思想：

在信息码元的基础上增加监督码元，
通过信道符号序列长度的增加实现传
输差错的检验与纠正。

信道信源

是 第一种方法       1：是        0：否   无差错检验能力

第二种方法   111：是    000：否   可检2位错，纠1位错否

     随着监督码元长度的增
加，纠检错的能力也相应增

加，但效率也相应降低。
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